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1. 序文

ここでは、実閉体Rの通常の構造 (R, +, ·, <)の順序極小拡張N = (R, +, ·, <, ...)にお

いて、デファイナブルG集合のデファイナブル強変位Gレトラクトについて考察する。

順序極小構造は、実数体Rの順序極小拡張M = (R, +, ·, <, . . . )に限っても、[7]により、

非可算無限個存在することが知られている。

デファイナブル集合・デファイナブル写像に関しては、[3]などに性質がまとめられてい

る。また、[8]では、実数体Rの場合において、少し一般化された形でまとめられている。
ここでは、デファイナブル写像は連続とし、特に断らなければ、すべてN = (R, +, ·, <

, ...)で考えるものとする。

2. 準備

稠密線形で端点をもたない順序<をもった体 (R, +, ·, <)が順序体とは、以下の二つの

条件をを満たすことである。
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(1) 任意の x, y, z ∈ Rに対して、x < yならば、x + z < y + zである。

(2) 任意の x, y, z ∈ Rに対して、x < yかつ z > 0ならば、xz < yzである。

順序体 (R, +, ·, <)が実体とは、以下の同値な二つの条件のひとつを満たすことである。

(1) Rの元 x1, . . . , xnで、x2
1 + · · · + x2

n = −1となるものは存在しない。

(2) 任意のRの元 y1, . . . , ymに対して、y2
1 + · · ·+ y2

m = 0ならば、y1 = · · · = ym = 0で

ある。

実体 (R, +, ·, <)が実閉体とは、以下の同値な二つの条件のひとつを満たすことである。

(1) [多項式に関する中間値定理] 任意の f(x) ∈ R[x]に対して、a < bかつ f(a) ̸= f(b)

ならば、f([a, b]R)は、f(a)と f(b)のあいだの値をすべて含む。ただし、[a, b]R = {x ∈
R|a ≤ x ≤ b}とする。

(2) R[i] = R[x]/(x2 + 1)が代数閉体となる。

構造N = (R, (fi), (Lj), (ck))とは、以下のデータで与えられるものである。

(1) 集合RをN の underlying setまたは universeという。

(2) 関数の集合 {fi|i ∈ I}、ただし fi : Rni → R, ni ≥ 1。

(3) 関係の集合 {Lj|j ∈ J}、ただし Lj ⊂ Rmj ,mj ≥ 1。

(4) 特別な元の集合 {ck|k ∈ K} ⊂ R。各 ckを定数という。

添字集合 I, J,Kは、空集合でもかまわない。

f (L)がm変数関数 (m変数関係)とは、f : Rm → R (L ⊂ Rm)となることである。

項とは、以下の３つの規則にしたがって得られる有限列ことである。

(1) 定数は項である。

(2) 変数は項である。

(3) f がm変数関数かつ t1, . . . , tmが項ならば、f(t1, . . . , tm)は項である。

論理式とは、変数、関数、関係、論理記号、括弧、コンマ、∃,∀からなる有限列で、以
下の３つの規則にしたがって得られるものである。

(1) 任意の二つの項 t1, t2に対して、t1 = t2と t1 < t2は論理式である。

(2) Lがm変数関係かつ t1, . . . , tmが項ならば、L(t1, . . . , tm)は論理式である。

(3) ϕと ψが論理式ならば、¬ϕ, ϕ ∨ ψと ϕ ∧ ψは論理式である。ϕが論理式かつ vが

変数ならば、(∃v)ϕと (∀v)ϕは論理式である。

Rnの部分集合XがNにおいてデファイナブルとは、ある論理式ϕ(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)

と b1, . . . , bm ∈ R が存在して、X = {(a1, . . . , an) ∈ Rn|ϕ(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) が

N で成り立つ }となることである。このとき、 Xをデファイナブル集合という。
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N = (R, +, ·, <, · · · )が順序極小 (o-minimal)とは、Rの任意のデファイナブル集合が

点と開区間の有限和となることである。ここで、開区間とは、(a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞
を表すものとする。

実閉体 (R, +, ·, <)は、順序極小であり、デファイナブル集合全体は、semialgebraic集

合全体に一致する。

Rの位相は、開区間を開基とする位相とする。Rnの位相は、積位相とする。

ここでは、特に断らない限り、実閉体 (R, +, ·, <)の順序極小拡張N = (R, +, ·, <, . . . , )

で考察する。

実数係数 Puiseux級数R[X]∧、すなわち、
∑∞

i=k aiX
i
q , k ∈ Z, q ∈ N, ai ∈ R と表される

もの全体は、実閉体となり、非アスキメデス的である。

実数体R、Ralg = {x ∈ R|x は Q 上代数的である }は、アルキメデス的である。
以下の事実が知られている。

定理 2.1. (1) 実閉体の標数は 0である。

(2) 可算以上の任意の濃度 κに対して、2κ個の同型でない実閉体で濃度 κのものが存在

する。

定義 2.2. X ⊂ Rn、Y ⊂ Rmをデファイナブル集合とする。連続写像 f : X → Y がデファ

イナブル写像とは、f のグラフ (⊂ Rn × Rm)がデファイナブル集合となることである。

デファイナブル集合X ⊂ Rnがデファイナブリーコンパクトとは、任意のデファイナ

ブル関数 f : [0, 1)R → Xに対して、極限点 limx→1−0 f(x)がX内に存在することである。

ただし、[0, 1)R = {x ∈ R|0 ≤ x < 1}とする。
デファイナブル集合X ⊂ Rnがデファイナブリー連結とは、Xの二つの空でないデファ

イナブル開集合 Y, Zで、X = Y ∪Zかつ Y ∩Z = ∅となるものが存在しないことである。
コンパクトデファイナブル集合は、デファイナブリーコンパクトであるが、デファイ

ナブリーコンパクト集合は、コンパクトとは限らない。連結デファイナブル集合は、デ

ファイナブリー連結であるが、デファイナブル連結集合は、連結とは限らない。たとえ

ば、R = Ralgならば、[0, 1]Ralg
= {x ∈ Ralg|0 ≤ x ≤ 1}は、デファイナブリーコンパクト

かつデファイナブリー連結であるが、コンパクトでも連結でもない。

定理 2.3 (Peterzil and Steinhorn [6]). Rnのデファイナブル集合Xに対して、Xがデファ

イナブリーコンパクト集合であることと有界閉集合であることは同値である。
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コンパクト集合、連結集合の連続写像のよる像が、それぞれ、コンパクト集合、連結集

合となることのデファイナブル版が以下である。

命題 2.4. X ⊂ Rn、Y ⊂ Rmをデファイナブル集合、f : X → Y をデファイナブル写像と

する。Xがデファイナブリーコンパクト (デファイナブリー連結)ならば、f(X)はデファ

イナブリーコンパクト (デファイナブリー連結)である。

デファイナブル関数に対して、中間値の定理が成り立つ。

定理 2.5 (中間値の定理). [a, b]R = {x ∈ R|a ≤ x ≤ b}上の任意のデファイナブル関数
f(x)に対して、a < bかつ f(a) ̸= f(b)ならば、f([a, b]R)は、f(a)と f(b)のあいだの値を

すべて含む。

定義 2.6. (1) Rnのデファイナブル部分集合Gがデファイナブル群とは、Gが群であっ

て、群演算G × G → GとG → Gがデファイナブルとなることである。

(2) デファイナブル群Gがデファイナブリーコンパクトデファイナブル群とは、Gがデ

ファイナブリーコンパクトとなることである。

定義 2.7. Gをデファイナブリーコンパクトデファイナブル群とする。GからOn(R)への

群準同型が表現とは、それがデファイナブルであることである。ただし、On(R)は、Rの

n次直交群とする。Gの表現空間とは、Gの表現から誘導される直交作用をもったRnの

ことである。デファイナブルG集合とは、Gの表現空間のG不変デファイナブル部分集

合のことである。

X ⊂ Rn, Z ⊂ Rmをデファイナブル集合とし、f : X → Z をデファイナブル写像と

する。f がデファイナブル同相写像とは、デファイナブル写像 h : Z → X が存在して、

f ◦h = idZかつ h ◦ f = idXとなることである。また、fがデファイナブリー固有とは、Z

の任意のデファイナブリーコンパクト部分集合Cに対して、f−1(C)がデファイナブリー

コンパクトとなることである。

X ⊂ Rn, Z ⊂ Rmをデファイナブル開集合とし、f : X → Zをデファイナブル写像とす

る。fがデファイナブルCr写像とは、fがCr写像となることである。デファイナブルCr

写像 f がデファイナブルCr微分同相写像とは、f がCr微分同相写像となることである。

定義 2.8. (1) rを非負整数または∞とする。Hausdorff空間Xが n次元デファイナブル

Cr多様体とは、X の有限開被覆 {Uλ}λ∈Λ、Rnの有限個の開集合 {Vλ}λ∈Λと有限個の同

相写像 {ϕλ : Uλ → Vλ}λ∈Λ が存在して、Uλ ∩Uν ̸= ∅となる λ, νに対して、ϕλ(Uλ ∩Uν)が
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デファイナブルかつ ϕν ◦ ϕ−1
λ : ϕλ(Uλ ∩Uν) → ϕν(Uλ ∩Uν)がデファイナブルCr微分同相

写像となることである。

このとき、(Uλ, ϕλ)をデファイナブルCr座標近傍系という。

定義 2.9. デファイナブルCr多様体GがデファイナブルCr群とは、Gが群であって、群

演算G × G → GとG → GがデファイナブルCr写像となることである。

定理 2.10. (1) 任意の自然数 rに対して、デファイナブル群は、デファイナブルCr群同

型を除いて、ただひとつのデファイナブルCr群構造をもつ。

(2) N が実数体Rの順序極小拡張かつ C∞セル分解性質をもつならば、(1)において、

r = ∞とすることができる。

Rnのデファイナブル部分集合Xに対して、オイラー数 χ(X)をデファイナブルホモロ

ジー的にも定義することができる。

定理 2.11 ([1]). Gが無限位数デファイナブリーコンパクトデファイナブル群ばらば、

χ(G) = 0である。

定理2.11において、無限位数の条件は必要である。Gが位数kの有限群ならば、χ(G) = k

となる。

系 2.12. R = RかつGが 1次元以上のコンパクト Lie群ならば、χ(G) = 0である。

定理 2.13. (1) (デファイナブル三角形分割). S ⊂ Rnをデファイナブル集合、S1, . . . , Sk

を Sのデファイナブル部分集合とする。このとき、Rnの有限単体複体Kとデファイナブ

ル写像 ϕ : S → Rnが存在して、ϕは、Sと各 SiをKの開単体の和集合にデファイナブル

同相的に写す。Sがデファイナブリーコンパクトならば、K = ϕ(S)とできる。

(2) (部分的デファイナブル自明性). X, Zをデファイナブル集合とし、f : X → Zをデファ

イナブル写像とする。このとき、Zのデファイナブル集合への有限分割 {Ti}k
i=1とデファ

イナブル同相写像ϕi : f−1(Ti) → Ti×f−1(zi)が存在して、f |f−1(Ti) = pi ◦ϕi, (1 ≤ i ≤ k)

とできる。ただし、zi ∈ Ti、pi : Ti × f−1(zi) → Tiは射影とする。

(3) (デファイナブル商空間の存在). Gをデファイナブリーコンパクトデファイナブル群

とし、X をデファイナブル G集合とする。このとき、軌道空間X/Gはデファイナブル

集合であって、射影 π : X → X/Gは全射デファイナブルリー固有デファイナブル写像で

ある。
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定義 2.14. デファイナブル群Gの部分群Hがデファイナブル部分群とは、Hがデファイ

ナブル集合となることである。

デファイナブル群の任意のデファイナブル部分群は、閉部分群である。ところが、デ

ファイナブル群の閉部分群は、デファイナブル部分群とは限らない。たとえば、Rの閉部
分群 Zは、デファイナブル部分群でない。

定義 2.15. デファイナブルG集合間のデファイナブル写像 (デファイナブル同相写像)fが

デファイナブルG写像 (デファイナブルG同相写像)とは、fがG写像となることである。

定義 2.16. Gをデファイナブル群とする。デファイナブルG作用をもったデファイナブ

ル集合とは、デファイナブル集合Xと群作用 ϕの組 (X, ϕ)であって、ϕ : G×X → Xが

デファイナブル写像となるものである。

定義 2.16のG作用は、線形とは限らない。しかし、同様にして、デファイナブルG写

像 (デファイナブルG同相写像)を定義することができる。

定理 2.13 (3)を用いることにより、Hがデファイナブリーコンパクトデファイナブル群

Gのデファイナブル部分群ならば、G/Hはデファイナブル集合となり、(g, g′H) 7→ gg′H

で定義される標準的な作用によって、G/HはデファイナブルG作用をもったデファイナ

ブル集合となる。

3. デファイナブル強変位Gレトラクト

定義 3.1. Gをデファイナブリーコンパクトデファイナブル群とする。

(1) デファイナブルG CW 複体とは、有限G CW 複体 (X, {ci|i ∈ I})であって、以下
の３つの条件を満たすものである。

(a) Xの実現 |X|は、デファイナブルG集合である。

(b) 各 Gセルの特性写像 fci
: G/Hci

× ∆ → ci は、デファイナブル G写像であり、

fci
|G/Hci

× Int ∆ : G/Hci
× Int ∆ → ciはデファイナブルG同相写像である。ただ

し、Hci
はGのデファイナブル部分群、∆は閉単体、ciは ciのXにおける閉包、,

Int ∆は∆の内部とする。

(c) F各 ciに対して、ci − ciは、開Gセルの有限和である。
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(2) X, ZをデファイナブルG CW 複体とする。胞体G写像 f : X → Zがデファイナブ

ルとは、f : |X| → |Z|がデファイナブルとなることである。

Gと各閉単体はデファイナブリーコンパクトなので、任意のデファイナブルG CW 複

体は、デファイナブリーコンパクトである。また、デファイナブルG CW 複体のG CW

部分複体は、それ自身がデファイナブルG CW 複体である。

定義 3.2. XをデファイナブルG集合、Y をXのデファイナブルG部分集合とする。

(1) デファイナブルG写像 l : X → Y が、X から Y へのデファイナブルGレトラク

ションとは、l|Y = idY となることである。

(2) Xから Y へのデファイナブル強変位Gレトラクションとは、デファイナブルG写

像 L : X × [0, 1]R → Xで、各 x ∈ Xに対して L(x, 0) = x、各 y ∈ Y, t ∈ [0, 1]Rに対して

L(y, t) = yかつL(X, 1) = Y となることである。ただし、[0, 1]R = {x ∈ R|0 ≤ x ≤ 1}上
のG作用は自明とする。

定理 3.3 ([4]). Gをデファイナブリーコンパクトデファイナブル群とし、Xをデファイナ

ブルG集合とする。このとき、XからXのデファイナブリーコンパクトデファイナブル

G部分集合 Y へのデファイナブル強変位Gレトラクション Lが存在する。

定義 3.4. Gをデファイナブル群、X,Y をデファイナブルG集合、f, h : X → Y をデファ

イナブルG写像とする。

(1) f と hがデファイナブリーGホモトピックとは、デファイナブルG写像 F : X ×
[0, 1]R → Y が存在して、各 x ∈ Xに対して、F (x, 0) = f(x)かつ F (x, 1) = h(x)となる

ことである。ただし、[0, 1]R = {x ∈ R|0 ≤ x ≤ 1}上のG作用は自明とする。

(2) [X, Y ]Gdef ([X, Y ]G)は、Xから Y のデファイナブルG写像 (連続G写像)のデファ

イナブルGホモトピー類 (Gホモトピー類)全体の集合を表すとする。デファイナブルG

写像 (連続G写像)f に対して、[f ]Gdef ([f ]G)は、f のデファイナブルGホモトピー類 (G

ホモトピー類)を表すとする。

N が実数体Rの順序極小拡張のとき、定理 3.3の実数体版のときの結果 ([5])を用いて、

以下の定理を得る。

定理 3.5 ([5]). N が実数体Rの順序極小拡張で、Gをコンパクトデファイナブル群とし、

X,Y をデファイナブルG集合とする。このとき、ϕ : [X,Y ]Gdef → [X, Y ]G, ϕ([f ]Gdef ) = [f ]G

は全単射である。
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この定理の証明には、定理 3.3の実数体版のときの結果以外に、多項式近似定理が必要

である。多項式近似定理は、一般の実閉体では不成立である ([2])。

注意 3.6. 一般の実閉体では、定理 3.5のG作用を考えない場合でも不成立である。

定理 3.7 ([4]). Gをデファイナブリーコンパクトデファイナブル群とし、Y をデファイナ

ブルG集合Xのデファイナブル閉G部分集合とする。このとき、Gの表現空間Ξ内のデ

ファイナブルG CW 複体Z、ZのG CW 部分複体W とデファイナブルG写像 f : X → Z

が存在して、以下の４つの条件を満たす。

(1) f は、X,Y をそれぞれZ,W からある開Gセルを除くことによって得られるG不

変デファイナブル部分集合 Z1,W1にデファイナブルG同相的に写す。

(2) 射影 π : Z → Z/Gはデファイナブル胞体写像である。

(3) 軌道空間Z/Gは、π(Z1)と π(W1)を分割する有限単体複体である。

(4) Zの各開セル cに対して、π|c : c → π(c)は、デファイナブル切断 s : π(c) → cを

もつ。ただし、cは、cのZにおける閉包を表すとする。

特に、Xがデファイナブリーコンパクトならば、Z = f(X),W = f(Y )とできる。

定理 3.7の証明のために、次の三つの結果が必要である。

補題 3.8 ([4]). Gをデファイナブリーコンパクトデファイナブル群とし、K, HをGのデ

ファイナブル部分群で、K < Hを満たすものとし、XをデファイナブルK集合とする。

このとき、ϕ : G ×K X → G ×H (H ×K X), ϕ([g, x]) = [g, [e, x]]はデファイナブルG同相

写像である。ただし、eはGの単位元を表すとする。

定理 3.9 ([4]). Gをデファイナブリーコンパクトデファイナブル群とするとき、任意のデ

ファイナブルG集合の軌道型は、有限である。

定理 2.13 (2)の同変版として、以下が成り立つ。

定理 3.10 (同変部分的デファイナブル自明性 ([4])). Gをデファイナブリーコンパクト

群、X をデファイナブル G集合、Z をデファイナブル集合とし、f : X → Z をG不変

デファイナブル写像とする。このとき、Zのデファイナブル集合への有限分割 {Ti}k
i=1と

デファイナブルG同相写像 ϕi : f−1(Ti) → Ti × f−1(zi)が存在して、f |f−1(Ti) = pi ◦ ϕi,

(1 ≤ i ≤ k)とできる。ただし、zi ∈ Ti、pi : Ti × f−1(zi) → Tiは射影とする。

定理 3.3の証明のアイデア.
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定理 3.7を用いて、XをデファイナブルG CW 複体Cからある開Gセルを除くことに

よって得られるG不変デファイナブル部分集合とみなす。Y をXの開Gセル cで、c ⊂ X

となるもの全体の和集合とする。ただし、cは、cのCにおける閉包を表すとする。この

とき、Y はXのデファイナブリーコンパクトデファイナブルG部分集合である。Xから

Y へのデファイナブル強変位Gレトラクションを構成して、証明を終える。
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