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非コンパクト多様体の同相群・微分同相群は，二つの典型的な位相を持つ．１つはコン

パクト - 開 (C∞) 位相，もう一つは Whitney (C∞) 位相である．この論説では，共著論文

[2]において得られた非コンパクト多様体の同相群のWhitney位相及び非コンパクト C∞

多様体の微分同相群の Whitney C∞ 位相の局所位相型に関する結果の概要を解説する．

Whitney 位相には Box 積が密接に関連する．まず第１節では，この Box 積の基本的な

性質を説明する．この準備のもとに，第 2節，第 3節において同相群・微分同相群に関す

る主要結果を概説する．最後の第 4節では，微分同相群の場合に主要結果の証明に関して

概説する．

1. Box 積 及び Small Box 積

コンパクト - 開位相には，通常の Tychonoff 積が対応するが，Whitney 位相には Box

積が対応する．この節では，Box 積の基本的な性質を説明する．以下では，主に添字集合

が非負整数の集合 ω の場合を考える．

定義 1. (1) 位相空間の列 (Xn)n∈ω に対して，その Box 積 ¤n∈ωXn は，積
∏

n∈ω Xn に　

Box 位相 を与えたものである．ここで，Box 位相は，次の形の部分集合全体を基底とす

る位相である:
∏

n∈ω Un (Un は Xn の開集合)

(2) 基点付き位相空間の列 (Xn, ∗n)n∈ω に対して，Small Box 積 (¡nXn, (∗n)n) は 次の

形の点全体から成る Box 積 ¤n∈ωXn の部分空間である:

(x0, x1, . . . , xk, ∗k+1, ∗k+2, . . . ).

Small Box 積は，有限積の単調増加列の和として次の様に表す事が出来る:

¡n∈ωXn =
∪

n∈ω

(∏
i≤n Xi

)
.

以下では，Box 積と Small Box 積を組で考える事が多いので，しばしば次のような略

記号を用いる: (¤,¡)nXn = (¤nXn,¡nXn), (¤,¡)ωX = (¤,¡)n∈ωX.

例 1. 基本的な例は，l2 の Box - Small Box 積 (¤, ¡)ωl2 である．Box 積は，その位相が

細かすぎ，¤ωl2 は局所連結でも正規でも無い．一方，P. Mankiewicz [13] による LF 空間



(Fréchet 空間の順極限) の分類に基づいて，¡ωl2 ≈ l2 × R∞ である事が知られている．但

し，R∞ は，列 R1 ⊂ R2 ⊂ R3 ⊂ · · · の順極限を表す．

Small Box 積のパラコンパクト性に関しては，次が成り立つ [2, Proposition 2.2]．

命題 1. 各 n ∈ ω に対して
∏

i≤n Xi がパラコンパクトならば，Small Box 積 ¡n∈ωXn も

パラコンパクトになる．

Tychonoff 積の場合と同様に，連続写像の列 fn : Xn → Yn (n ∈ ω) は，Box 積の連続

写像

¤nf
n : ¤nXn → ¤nYn : (xn)n 7→ (fn(xn))n

を定める．また，基点を保つ連続写像の列 fn : (Xn, ∗n) → (Yn, ∗n) (n ∈ ω)は，¤nf
n の制

限として Small Box 積の写像 ¡nf
n : ¡nXn → ¡nYn を定める．注意が必要なのは，ホモ

トピーの列の Box積である．すなわち，基点を保つホモトピーの列 fn
t : (Xn, ∗n) → (Yn, ∗n)

(n ∈ ω) の Small Box 積 ¡nf
n
t : ¡nXn → ¡nYn は基点を保つホモトピーを定めるが，

Box 積 ¤nf
n
t : ¤nXn → ¤nYn 自体は連続ホモトピーとはならない．

次に位相群の Box - Small Box積について考察する ([2, Section 2])．位相群の列 (Gn)n∈ω

の Box 積 ¤nGn は座標ごとの積で自然に位相群になり，Small Box 積 ¡n(Gn, en) はその

部分位相群になる．但し，位相群に対しては，常に単位元を基点にとる．

Gを単位元 eを持つ位相群とし，(Gn)n∈ω は Gの部分群の列で次の条件を満たすとする:

Gn ⊂ Gn+1 (n ∈ ω), G =
∪
n

Gn.

このとき，積写像 p : ¡nGn → G が次式で定義される:

p(x0, x1, . . . , xk, e, e, . . . ) = x0 x1 · · · xk

命題 2. 積写像 p は次の性質を持つ:

(1) p は連続全射である．

(2) もし p が (基点 (e)n で) 開写像ならば，G は位相群の列 G0 ⊂ G1 ⊂ G2 ⊂ · · · の位
相群の圏における順極限になる．(これを 記号 G = g-lim−→n

Gn で表す．)

(3) もし p が e で 局所セクションを持てば，次が成り立つ:

(i) 各 Gn が局所可縮ならば，G も局所可縮．

(ii) G の部分群 H が次の条件を満たせば，H は G においてホモトピー稠密になる:

各 n ∈ ω について H ∩Gn は Gn においてホモトピー稠密で，Gはパラコンパクト

ここで，位相空間 X の部分空間 A が X でホモトピー稠密であるとは，X 上のホモト

ピー ϕt : X → X (0 ≤ t ≤ 1) で ϕ0 = idX かつ ϕt(X) ⊂ A (0 < t ≤ 1) を満たすものが存

在することである．



2. Whitney 位相を持つ多様体の同相群

この節では，Whitney位相を持つ非コンパクト多様体の同相群の位相的性質を概説する．

M を連結 σ-コンパクト n 次元 多様体 (境界を持っても良い) とする．H(M) は M の同

相群 (Whitney 位相) を表す．各 h ∈ H(M) は次の形の基本近傍系を持つ:

U(h) =
{
g ∈ H(M) : (h, g) ≺ U

}
(U ∈ cov(M))

但し, cov(M) は M の開被覆全体の族を表す．H(M) は位相群を成す．H(M)0 は H(M)

における idM の連結成分を表し，Hc(M) はコンパクト台を持つ M の同相写像全体の成

す H(M) の部分群を表す．Hc(M) の任意のコンパクト部分集合 K は 共通のコンパクト
台を持つ，すなわち，M のあるコンパクト部分集合 K があって，任意の h ∈ K に対して
supp h ⊂ K となる．

M が n 次元 PL 多様体 (境界を持っても良い) のときには，M の PL 同相群 HPL(M)，

すなわち，M の PL 同相写像全体の成すH(M) の部分群 を考える事が出来る．

2.1. M がコンパクトの場合.

M がコンパクトの場合，Whitney 位相はコンパクト-開位相と一致し，H(M) は可分完

備距離化可能で局所可縮である ([6], [7])．さらに，次が予想されている．

同相群予想. H(M) は l2-多様体になる．

この予想は，H(M) が ANR であるという主張と同値であり ([16])，n = 1, 2 のとき成

り立つ事が知られているが ([12])，n ≥ 3 のときは，未解決のままである．

M がコンパクト n次元 PL多様体のとき，M の PL同相群HPL(M)は lf2 -多様体にな

る事が知られている．また，n = 1, 2 のときには HPL(M) はH(M)においてホモトピー稠

密になり，n ≥ 3 のときには 包含写像 HPL(M)0 ⊂ H(M)0 が弱ホモトピー同値である事

が知られている ([8])．同相群予想が肯定的に解決されれば，n ≥ 3 のときでも HPL(M)0

が H(M)0においてホモトピー稠密になることがわかる．

2.2. M が非コンパクトの場合.

命題 3. (1) Hc(M) はパラコンパクトで局所可縮である．

(2) H(M)0 は Hc(M) の開正規部分群であり，H(M)0 は「h ∈ H(M) で idM とコンパ

クト台を持つイソトピーで結べるもの全体」と一致する．

(3) 写像類群 Mc(M) = Hc(M)/H(M)0 (離散位相) を考えると，位相空間として　

Hc(M) ≈ H(M)0 ×Mc(M) となる．

(4) (Mi)i∈N は M のコンパクト部分集合の列で次を満たすとする:

Mi ⊂ IntMMi+1, M = ∪iMi．

G(Mi) = {h ∈ Hc(M) | supp h ⊂ Mi} と置くと，積写像 p : ¡i G(Mi) → Hc(M) が定ま

る．このとき p は局所セクションを持つ．特に Hc(M) = g-lim−→i
G(Mi) となる．



次に，(H(M),Hc(M))の局所位相型について考察する．論文 [1]において (H(R),Hc(R)) ≈
(¤ω,¡ω) l2が示されている．従って，一般の非コンパクト多様体M の同相群 (H(M),Hc(M))

の局所位相型のモデルとして (¤ω,¡ω) l2 を取るのは自然である．本論説では，空間の組

の局所同相を次で定義する:

(1) (X,A) ≈` (Y,B) at a ∈ A ⇐⇒ X における点 a の開近傍 U と Y の開集合 V が

存在して，(U,U ∩ A) ≈ (V, V ∩ B)．

(2) (X,A) ≈` (Y,B) ⇐⇒ 各 a ∈ A に対して (X,A) ≈` (Y,B) at a ∈ A．

予想 1. (H(M),Hc(M)) ≈` (¤ω,¡ω) l2.

定理 1. n = 1, 2 のとき予想は成り立つ．

¡ω l2 ≈ l2 × R∞ だから，n = 1, 2 のときHc(M) は，パラコンパクト (l2 × R∞)-多様体

になる．n ≥ 3 の場合，予想は未解決である．

PL 同相群に関しては，次がわかる．

命題 4. M が n 次元 PL 多様体で n = 1, 2 のとき，HPL
c (M) は Hc(M) においてホモト

ピー稠密になる．

n = 2 の場合の Hc(M) の位相型に関しては，プレプリント [3] において次の結論を得

ている．

定理 2. n = 2 のとき

(1) H(M)0 ≈ ¡ωl2 ≈ l2 × R∞;

(2) Hc(M) ≈ H(M)0 ×Mc(M), Mc(M) ≈

{
加算離散空間 (M : 一般型)

一点 (M : 例外型)．

ここで，M が例外型であるとは，M が次の形をしていることを意味する:

M ≈ X − K, 但し X は アニュラス, 円板 又は メービウスの帯;

K は X の一つの境界円の空でないコンパクト部分集合．

　

3. Whitney C∞ 位相をもつ微分同相群

M を 連結 σ-コンパクト C∞ n 次元多様体で境界を持たないとする．D(M) は M の微

分同相群 (Whitney C∞-位相) を表す．各 h ∈ D(M) は，次の形の基本近傍系を持つ:∩
λ∈Λ U(h, (Uλ, xλ), (Vλ, yλ), Kλ, rλ, ελ)

但し {Uλ}λ∈Λ は M で局所有限である．コンパクト - 開 C∞ 位相の場合には，{Uλ}λ∈Λ

は有限に取る.

D(M)0 は D(M) における idM の連結成分を表し，Dc(M) は M のコンパクト台を持

つ微分同相写像 全体の成す D(M) の部分群を表す．



3.1. M がコンパクトの場合.

この場合には，Whitney C∞ 位相はコンパクト - 開 C∞ 位相と一致し，D(M) は 可分

完備距離化可能であり，滑らかな Fréchet 多様体 (cf. [11, 10])，従って位相的 l2-多様体に

なることが知られている．

3.2. M が非コンパクトの場合.

定理 3. (D(M),Dc(M)) ≈` (¤ω,¡ω) l2．特に，Dc(M) はパラコンパクト (l2 × R∞)-多様

体になる．

論文 [4] において, (D(R),Dc(R)) ≈ (¤ω,¡ω) l2 が示されている．

命題 5. (1) D(M)0 は Dc(M) の開正規部分群であり，D(M)0 は「h ∈ D(M) で idM とコ

ンパクト台を持つイソトピーで結べるもの全体」と一致する．

(2) 写像類群 M∞
c (M) = Dc(M)/D(M)0 (離散位相) を考えると，位相空間として　

Dc(M) ≈ D(M)0 ×M∞
c (M) となる．

(3) (Mi)i∈N は M のコンパクト C∞ n 次元部分多様体の列で，次を満たすとする．

Mi ⊂ IntMMi+1, M = ∪iMi．

G(Mi) = {h ∈ Dc(M) | supp h ⊂ Mi} と置くと，積写像 p : ¡i G(Mi) → Dc(M) が定ま

る．このとき p は局所セクションを持つ．特に Dc(M) = g-lim−→i
G(Mi) となる．

Dc(M) の位相型に関しては，プレプリント [5] において次の結論を得ている．

定理 4. (1) n = 1, 2 のとき，D(M)0 ≈ l2 × R∞.

(2) n = 3 で M が 向き付け可能 かつ 既約 (M の中の任意の球面が M の中で 3 次元

球体を囲んでいる) のとき，D(M)0 ≈ l2 × R∞.

(3) X が空でない境界を持つ コンパクト連結 C∞ n 次元多様体でM = Int X のとき，

D(M)0 ≈ D(X, ∂X)0 × R∞.

4. 証明のアイディア — 微分同相群の場合

最後に，主要結果の証明に関して概説する．第 2節，第 3節を見て気付いたと思うが，主

要な結果は，群 H(M) と D(M) に関して並列になっている．実際，これらは同じ議論か

ら従う結果である．論文 [2] では, 群 H(M), D(M) が M 上の変換群として捉えられるこ

とに着目して，すべての議論を M 上の一般の変換群 G に関して定式化し，Whitney 位

相に対応する “強位相” に関して，適当な付加条件の下で証明している．従って，第 2節，

第 3節の結果は，この一般的な結果の特別な場合として得られる事になる．我々は，この

一般的な結果・議論が H(M), D(M) の適当な部分群に関しても適応出来る事を期待して

いる (cf. [17])．



以下では，微分同相群 D(M) に関する 定理 3 及び 命題 5 (3) の証明に関して，その要

点を述べる．

M を 非コンパクト C∞ n 次元多様体とし境界は持たないとする．記号を簡略化し，さ

らに変換群への議論の一般化を示唆するため，(G, Gc) = (D(M),Dc(M)) と置く．M の部

分集合 K, N に対して, 次の記号を用いる:

GK = {g ∈ G | g|K = idK}, G(N) = GM\N , GK(N) = GK ∩ G(N), GK,c = GK ∩ Gc.

埋め込み空間に関して，M の C∞ 部分多様体 L に対して

EG(L,M) = {g|L | g ∈ G} (コンパクト - 開 C∞ 位相)

と置く．包含写像 iL : L ⊂ M を基点にとる．

M の コンパクト C∞ n 次元部分多様体の列 (Mi)i∈N で，Mi ⊂ IntMMi+1, M = ∪iMi

を満たすものを考える．Li := Mi − IntMMi−1 (M0 = ∅) と置く．(G(Mi))i は Gc の閉部

分群の増加列を定め，積写像 p : ¡i G(Mi) → Gc が定まる．

命題 6. (1) (G,Gc) ≈` (¤, ¡)i EG(L2i,M) × (¤,¡)i G(L2i−1) at idM .

(2) p : ¡i G(Mi) → Gc は局所セクションを持つ．

各空間 EG(L2i,M), G(L2i−1)は l2と局所同相だから,定理 3の結論 (G,Gc) ≈` (¤, ¡)ω l2

が従う．

命題 6 の証明．

(1) M のコンパクト C∞ n 次元部分多様体 N2i で L2i の小さな近傍 となっているもの

をとる．列 L = (L2i)i, K = (L2i−1)i, N = (N2i)i は，M のコンパクト C∞ n 次元部分多

様体からなる離散列である．L = ∪iL2i, K = ∪iL2i−1, N = ∪iN2i と置く．

(2) 写像 rL, λN , λK を次の様に定める:

(i) rL : G → ¤i EG(L2i,M), rL(g) = (g|L2i
)i.

(ii) λN : ¤iG(N2i) → G(N), λK : ¤iG(L2i−1) → G(K) = GL :

λN は g = (g2i)i ∈ ¤iG(N2i) に対して λN (g) = g2i on N2i により定義される．

λK も同様に定義される．

写像 λN , λK は開埋め込みとなる．

(3) 写像 η : V → G(N) を次の 3 つの写像の合成として定める:

rL|V s λN
η : V −→ ¤i Vi −→ ¤i G(N2i) −→ G(N).

但し, V は G における idM の開近傍で，写像 s と共に次で定義される：

(i) 各 i ∈ N に対して，制限写像 G → EG(L2i,M) は，包含写像 iL2i
において局所セ

クション si : Vi → G(N2i) で si(iL2i
) = idM となるものを持つ (cf. [10, 14, 15])．写

像 s を次式で定める：

s = ¤isi : ¤i Vi → ¤iG(N2i), s((fi)i) = (si(fi))i.



(ii) V は，写像 rL : G → ¤i EG(L2i,M) による逆像 V = r−1
L (¤iVi) として定める．

(4) 写像 ϕ を次式で定める:

ϕ : V → ¤i Vi × GL, ϕ(g) = (rL(g), η(g)−1g).

この写像は well-defined であり，次の 組の同相写像 を与える:

ϕ : (V ,V ∩ Gc) ≈ (¤, ¡)iVi × (GL, GL,c).

　 (5) 命題 6 (1) の局所同相は，次の局所同相の合成として得られる:

ϕ id × λ−1
K

(G,Gc) ≈`

(
¤, ¡)i EG(L2i,M) × (GL, GL,c) ≈`

(
¤, ¡)i EG(L2i,M) × (¤, ¡)i G(L2i−1)

(6) 積写像 p の局所セクションを構成するために，まず次の写像 ρ が局所セクションを

持つことを示す:

ρ : ¡i∈NG(N2i) × ¡i∈NG(L2i−1) −→ Gc, ρ((fi)i∈N, (gi)i∈N) = λN ((fi)i∈N)λK((gi)i∈N)

写像 ρ は次の分解を持つ:

ρ : ¡i∈NG(N2i) × ¡i∈NGL(L2i−1)
id × λK−→ ¡i∈NG(N2i) × GL,c

θ−→ Gc

写像 θ は，idM において次の局所セクションを持つ:

σ0 = (s × id)ϕ : V ∩ Gc −→ ¡i∈NG(N2i) × GL,c.

id × λK は開埋め込みであり，その像は σ0(idM) を含むので，V ∩ Gc における idM の十

分小さな近傍 U を選べば，

σ = (id × λK)−1 σ0|U : U −→ ¡i∈NG(N2i) × ¡i∈NGL(L2i−1)

は，ρ の idM における局所セクションを与える．

(7) 局所セクション σ は次の性質を持つ:

σ(h) = ((fi)i∈N, (gi)i∈N) (h ∈ U) と置くとき，

(i) h = λN ((fi)i∈N) λK((gi)i∈N) = (f1f2 · · · )(g1g2 · · · ) = f1g1f2g2f3g3 · · · ;

(ii) fi ∈ G(N2i) ⊂ G(M2i+1), gi ∈ G(L2i−1) ⊂ G(M2i−1) ⊂ G(M2i+2) (i ∈ N);

(iii)
(
idM , idM , f1, g1, f2, g2, . . .

)
∈ ¡i∈NG(Mi), h = p

(
idM , idM , f1, g1, f2, g2, . . .

)
.

(8) 最後に，積写像 p の idM における局所セクション s が次式で定義される：

s : U −→ ¡i∈NG(Mi), s(h) =
(
idM , idM , f1, g1, f2, g2, . . .

)
.
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